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Zainteresowania naukowe

Głównym obszarem moich zainteresowań są algorytmy dokładne dla problemów NP-trudnych, ze
szczególnym uwzględnieniem złożoności parametryzowanej (ang. parameterized complexity). Po krót-
kim wprowadzeniu do tej dziedziny, przedstawię trzy najciekawsze kierunki moich badań, po czym
podsumuję poboczny nurt moich badań w zakresie algorytmów aproksymacyjnych.

Wprowadzenie. Bardzo wiele z problemów optymalizacyjnych pojawiających się w praktyce naj-
prawdopodobniej nie może być rozwiązanych w sposób dokładny w czasie wielomianowym, gdyż ich
wersje decyzyjne są NP-trudne. W praktycznych zastosowaniach skuteczne okazują się być algorytmy,
których pesymistyczna złożoność obliczeniowa jest wykładnicza, gdyż dostarczane przez te zastosowania
dane wejściowe mają szczególne własności. W latach 90. ubiegłego wieku Downey i Fellows zapropono-
wali ścisłe matematyczne ujęcie tego zjawiska poprzez wprowadzenie do instancji problemu dodatkowego
parametru, który obrazowałby faktyczną trudność tej instancji. Formalnie, język parametryzowany to
podzbiór L ⊆ Σ∗ × N dla pewnego skończonego alfabetu Σ. Instancją problemu parametryzowanego
jest para (x, k) ∈ Σ∗ × N, gdzie x jest instancją problemu w klasycznym ujęciu, a k jest parametrem.
Problem parametryzowany nazwiemy FPT (fixed parameter tractable), jeśli istnieje algorytm (tzw. al-
gorytm FPT) rozwiązujący ten problem w czasie O(f(k)nγ) dla pewnej obliczalnej funkcji f niezależnej
od rozmiaru danych n oraz stałej γ niezależnej od k. Intuicyjnie oznacza to, że cała trudność problemu
leży w wielkości parametru k: dla małych wartości k jesteśmy w stanie efektywnie rozwiązywać nasz
problem. W szczególności, dla każdej konkretnej wartości k otrzymujemy algorytm wielomianowy o
złożoności O(nγ).

Ujęcie problemów NP-trudnych w ramy złożoności parametryzowanej okazało się bardzo trafnym
pomysłem. W wielu zastosowaniach pozwoliło to na opracowanie i analizę efektywnych algorytmów
mimo, że rozwiązywany problem w ogólności był NP-trudny. Złożoność parametryzowana jest obecnie
prężnie rozwijającą się poddziedziną informatyki teoretycznej: co roku odbywają się dwie konferencje
wyłącznie poświęcone tej dziedzinie (IPEC oraz WorKer), zaś na konferencji ICALP w 2012 roku
spośród 71 prac przyjętych w ścieżce A (algorytmy, złożoność obliczeniowa oraz teoria gier), aż 10 prac
dotyczy złożoności parametryzowanej.

Bardzo bliskim zagadnieniem jest pojęcie jądra (ang. kernel), czyli algorytmu, który w czasie wie-
lomianowym zmniejsza wejściową instancję I do rozmiaru zależnego tylko od parametru k. W za-
stosowaniach, jądro jest formą wstępnego przetworzenia danych wejściowych, zmniejszającą rozmiar
analizowanej instancji.

Czasem okazuje się, iż podejście parametryzowane nie daje oczekiwanych rezultatów; wówczas cza-
sem nie pozostaje nic innego, jak rozwiązać problem algorytmem dokładnym, o ponadwielomianowej
zależności złożonościowej od klasycznej miary wielkości instancji. Tu jednak wciąż pozostaje duże pole
do usprawnień: klasycznym przykładem jest problem komiwojażera, gdzie naiwne rozwiązanie działa
dla n-wierzchołkowego grafu w czasie O(n!), podczas gdy prosty algorytm oparty o programowanie
dynamiczne poprawia tę złożoność do O(2nnO(1)). Badania nad algorytmami umiarkowanie wykładni-
czymi, czyli takimi, które, mimo, że są wciąż ponadwielomianowe, są szybsze od naiwnych rozwiązań,
w ciągu ostatniej dekady doprowadziły do rozwoju wielu interesujących technik, takich jak algorytm
szybkiego splotu podzbiorów (ang. fast subset convolution), zaawansowane metody mierzenia złożoności
algorytmów rozgałęziających się czy techniki algebraiczne oparte o lemat Zippela-Schwarza.

Złożoność parametryzowana problemów rozcinania grafu. Najintensywniejszym kierunkiem
moich badań w zakresie złożoności pametryzowanej jest analiza problemów rozcinania grafu (ang. graph
separation problems). W problemach należących do tej klasy należy dany graf zmodyfikować w minimal-
nym stopniu tak, by otrzymać żądaną własność separacyjną; np., w problemie Multiway Cut żądamy,
by każdy terminal w grafie był w osobnej spójnej składowej. Większość problemów separacyjnych oka-
zuje się NP-trudna, zaś, ze względu na wymóg małej zmiany, naturalnym jest parametryzowanie liczbą
modyfikacji (np. usunięć wierzchołków lub krawędzi, zależnie od wariantu). Algorytmy parametryzo-
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wane dla problemów rozcinania grafu stały się jedną z ważniejszych części złożoności parametryzowanej,
gdyż zarówno same algorytmy jak i techniki stosowane przy ich opracowywaniu okazały się bardzo po-
mocne w innych, pozornie niezwiązanych problemach, takich jak różne warianty problemu znajdowania
minimalnego zbioru rozcyklającego.

W raz z zespołem udało się nam osiągnąć kilka znaczących wyników w zakresie złożoności parame-
tryzowanej problemów rozcinania grafu. Najciekawszym wynikiem jest opracowanie eleganckiej techniki
zwanej Randomized Contractions, dającą m.in. algorytm parametryzowany dla problemu Unique La-
bel Cover. Ponadto możemy się pochwalić kilkoma innymi algorytmami parametryzowanymi (np. dla
problemu Subset Feedback Vertex Set czy Multiway Cut) jak i kilkoma wynikami z zakresu
trudności kernelizacji omawianych problemów.

Przełamywanie trudnych barier w algorytmach umiarkowanie wykładniczych. W zakresie
algorytmów umiarkowanie wykładniczych, najciekawsze — i zarazem najtrudniejsze — pytania po-
wstają, kiedy dla danego problemu najszybszy znany algorytm trafia na pewną, trudną do pokonania,
barierę złożoności. Przykładowo, najlepszy znany algorytm dla problemu komiwojażera jest oparty o
proste programowanie dynamiczne i działa w czasie O(2nnO(1)), a do dziś nie wiemy, czy tę złożoność
można poprawić. Przełamywanie takich barier często skutkuje odkryciem nowej, ciekawej techniki lub
nowymi obserwacjami dotyczącymi badanego problemu.

Najciekawszym naszym wynikiem w tym zakresie jest algorytm o złożoności O((2−ε)n) dla problemu
szeregowania zadań oznaczanego 1|prec|

∑
Ci. Ciekawość wyniku tkwi nie w samej (znikomej) poprawie

złożoności, lecz w tym, że rozważany problem jest specjalnym wariantem problemu komiwojażera z
zależnościami, a rozwiązuje się go przez programowanie dynamiczne w czasie O(2nnO(1)), właściwie
identyczne z algorytmem dla klasycznego problemu komiwojażera. Przełamanie bariery 2n dla tego
problemu było otwartym pytaniem przez kilka lat.

Algorytmy parametryzowane szerokością drzewiastą. Trzecim istotnym kierunkiem badań jest
analiza problemów parametryzowanych szerokością drzewiastą grafu. Szerokość drzewiasta grafu jest
parametrem określającym, jak dany graf przypomina drzewo; mała szerokość oznacza, że graf posiada
bardzo dużo małych separatorów i możliwe jest efektywne rozwiązywanie NP-trudnych problemów za
pomocą programowania dynamicznego. W takim programowaniu dynamicznym zazwyczaj, dla danego
separatora, pamięta się minimalne rozwiązanie dla każdego możliwego „zachowania” rozwiązania na
separatorze. Tym samym, złożoność algorytmu wyznaczona jest przez liczbę możliwych „zachowań” na
małym separatorze; taka zależność wydawała się konieczna i optymalna.

Zaskakująco, udało nam się przebić tę granicę dla wielu problemów grafowych zawierających wymóg
spójności. Dla separatora wielkości t, liczba możliwości, w jakie wierzchołki separatora mogą być połą-
czone w spójne składowe jest rzędu 2O(t log t); mimo to, udało nam się opracować algorytmy dla wielu
problemów z wymogiem spójności (np. znajdowanie drzewa Steinera, cyklu Hamiltona czy mimalnego
spójnego zbioru dominującego) działające w czasie O(2O(t)nO(1)). Ponadto, wiele z naszych algorytmów
jest optymalnych, przy założeniu, że formuł w postaci CNF-SAT z n zmiennymi nie da się rozwiązać w
czasie szybszym niż O(2nnO(1)).

Algorytmy aproksymacyjne. Poza głównymi nurtami pracy, zajmowałem się też pewnymi proble-
mami z zakresu algorytmów aproksymacyjnych. Najciekawszym kierunkiem badań były tzw. problemy
wielowarstwowe. Rozważaliśmy uogólnienie wielu klasycznych problemów aproksymacyjnych na przy-
padek wielu warstw. Koncepcję tę przedstawię na przykładzie problemu Set Cover. Mamy dane
uniwersum U o n elementach, h rodzin podzbiorów U oraz liczbę k. Chcemy tak wybrać k elementów z
uniwersum i podrodzinę każdej z h rodzin tak, by każdy wybrany element był pokryty przez co najmniej
jeden zbiór (wersja union) lub by każdy wybrany element był pokryty przez co najmniej jeden zbiór
z każdej warstwy (wersja intersection). To zagadnienie odpowiada problemowi pokrycia k budynków
przez jedną z sieci dostawczych (union) lub dostarczenia do k budynków każdej z h usług (intersection).
Pokazaliśmy wiele wyników negatywnych i pozytywnych dla wielowarstwowych wariantów problemów
Set Cover, Facility Location i k-Spanning Tree.
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