
Wyrażalność w logice, topologia i automaty

Michał Skrzypczak
Instytut Informatyki, Uniwersytet Warszawski

Wręczenie Nagrody im. W. Lipskiego
13.10.2016



Definiowalność w logice

ϕ P L ù Lpϕq def“ tM P M |M |ù ϕu

[ jeżeli Lpϕq “ Lpψq, to uważamy, że ϕ ” ψ ]

‚ gęste porządki liniowe
‚ grafy z cyklem Eulera
‚ grafy z cyklem Hamiltona
‚ . . .

Zrozumieć siłę wyrazu L

”

Określić, które zbiory L Ď M są postaci L “ Lpϕq dla ϕ P L
[ „są L-definiowalne” ]

L jest silniejsza od L1 jeśli L definiuje więcej zbiorów niż L1

P fo (logika pierwszego rzędu)
P fo + FIXPOINT + ď

P so (logika drugiego rzędu)
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Siła wyrazu logiki

‚ Warunki niedefiniowalności:
Np.: wśród skończonych porządków liniowych

`

t1, . . . , nu,ď
˘

fo-niedefiniowalne jest, że n ” 0 pmod 2q

Gry Ehrenfeuchta-Fraïsse’go, . . .

‚ Własności zbiorów definiowalnych:
Np.: jeśli L zawiera dowolnie duże skończone modele

i jest fo-definiowalny, to zawiera model nieskończony

Twierdzenie o zwartości, . . .

‚ Konstruowanie formuł:
Dany jest L, skonstruować takie ϕ P L, by L “ Lpϕq

Gaifman, Hintikka, automaty, . . .

‚ Złożoność zbiorów Lpϕq:
Określić położenie zbiorów Lpϕq w pewnej hierarchii

Hier. borelowska, arytmetyczna, . . .

Michał Skrzypczak Wyrażalność w logice, topologia i automaty 2 / 18
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Gaifman, Hintikka, automaty, . . .

‚ Złożoność zbiorów Lpϕq:
Określić położenie zbiorów Lpϕq w pewnej hierarchii

Hier. borelowska, arytmetyczna, . . .
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Logiki

Monadyczna logika drugiego rzędu (MSO):
- _, ^,  (spójniki logiczne)
- Dx x — wierzchołek
- DfinX X — skończony zbiór wierzchołków
- DX X — dowolny zbiór wierzchołków
- x P X, x “ y, nawigacja w drzewie, etykiety

Słaba monadyczna logika drugiego rzędu (WMSO):
- tylko kwantyfikatory Dx i DfinX

Egzystencjalny fragment monadycznej logiki drugiego rzędu (DDDMSO):
- DX1 . . . DXn ψ dla ψ P WMSO

Oraz wiele innych: ltl, ctl*, modalny rachunek µ, . . .
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Przykład

Istnieje gałąź z nieskończenie wieloma literami a:

ϕ
def
“ DX.

`

Dx. x P X
˘

^
`

@x. x P X ñ apxq
˘

^
`

@x. x P X ñ Dy. x ă y ^ y P X
˘

prefiks
a

a

a

a

a

Twierdzenie (Niwiński [1985])
Zbiór Lpϕq jest nieborelowski (Σ1

1-zupełny).
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Deskryptywna teoria mnogości

Zaczynamy od prostych zbiorów
— otwartych (Σ0

1) i domkniętych (Π0
1)

Σ0
1 Π0

1

Używamy przeliczalnych sum (Ť)
i przeliczalnych przecięć (Ş)
— Σ0

η`1 oraz Π0
η`1

Σ0
2 Π0

2

Przez indukcję

Σ0
3 Π0

3

Σ0
4 Π0

4

Σ0
5 Π0

5

Σ0
6 Π0

6

Σ0
7 Π0

7

Σ0
8 Π0

8

Σ0
9 Π0

9

Σ0
10 Π0

10

Σ0
11 Π0

11

Σ0
12 Π0

12

Σ0
13 Π0

13

Σ0
14 Π0

14

(pozaskończoną)

Σ0
ω Π0

ω

Σ0
ω`1 Π0

ω`1

Σ0
ω`2 Π0

ω`2

Σ0
ω`3 Π0

ω`3

Σ0
ω`4 Π0

ω`4

Σ0
ω`5 Π0

ω`5

Σ0
ω`6 Π0

ω`6

Σ0
ω`7 Π0

ω`7

Σ0
ω`8 Π0

ω`8

Σ0
ω`9 Π0

ω`9

Σ0
ω`10 Π0

ω`10

Σ0
ω`11 Π0

ω`11

Σ0
ω`12 Π0

ω`12

Σ0ω`13 Π0ω`13

— zbiory borelowskie: Σ0
η, Π0

η dla η ă ω1

Używamy rzutów i dopełnień
— zbiory analityczne (Σ1

1)
oraz koanalityczne (Π1

1)

Σ1
1 Π1

1

Przez indukcję

Σ1
2 Π1

2

∆1
2

Σ1
3 Π1

3

∆1
3

— zbiory rzutowe: Σ1
n, Π1

n dla n ă ω
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(pozaskończoną)

Σ0
ω Π0

ω

Σ0
ω`1 Π0
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Σ0
ω`2 Π0
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Σ0
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Σ0
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Σ0
ω`7 Π0

ω`7
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ω`12

Σ0ω`13 Π0ω`13

— zbiory borelowskie: Σ0
η, Π0

η dla η ă ω1

Używamy rzutów i dopełnień
— zbiory analityczne (Σ1

1)
oraz koanalityczne (Π1

1)

Σ1
1 Π1

1

Przez indukcję

Σ1
2 Π1

2

∆1
2

Σ1
3 Π1

3

∆1
3

— zbiory rzutowe: Σ1
n, Π1

n dla n ă ω
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Deskryptywna teoria mnogości
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1) i domkniętych (Π0
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n dla n ă ω

Michał Skrzypczak Wyrażalność w logice, topologia i automaty 6 / 18



Deskryptywna teoria mnogości

Zaczynamy od prostych zbiorów
— otwartych (Σ0

1) i domkniętych (Π0
1)

Σ0
1 Π0

1

Używamy przeliczalnych sum (Ť)
i przeliczalnych przecięć (Ş)
— Σ0

η`1 oraz Π0
η`1

Σ0
2 Π0

2

Przez indukcję

Σ0
3 Π0

3

Σ0
4 Π0

4

Σ0
5 Π0

5

Σ0
6 Π0

6

Σ0
7 Π0

7

Σ0
8 Π0

8

Σ0
9 Π0

9

Σ0
10 Π0

10

Σ0
11 Π0

11

Σ0
12 Π0

12

Σ0
13 Π0

13

Σ0
14 Π0

14

(pozaskończoną)

Σ0
ω Π0

ω

Σ0
ω`1 Π0

ω`1

Σ0
ω`2 Π0

ω`2

Σ0
ω`3 Π0

ω`3

Σ0
ω`4 Π0

ω`4

Σ0
ω`5 Π0

ω`5

Σ0
ω`6 Π0

ω`6

Σ0
ω`7 Π0

ω`7

Σ0
ω`8 Π0

ω`8

Σ0
ω`9 Π0

ω`9

Σ0
ω`10 Π0

ω`10

Σ0
ω`11 Π0

ω`11

Σ0
ω`12 Π0

ω`12

Σ0ω`13 Π0ω`13

— zbiory borelowskie: Σ0
η, Π0

η dla η ă ω1

Używamy rzutów i dopełnień
— zbiory analityczne (Σ1

1)
oraz koanalityczne (Π1

1)

Σ1
1 Π1

1

Przez indukcję

Σ1
2 Π1

2

∆1
2

Σ1
3 Π1

3

∆1
3

— zbiory rzutowe: Σ1
n, Π1

n dla n ă ω

Michał Skrzypczak Wyrażalność w logice, topologia i automaty 6 / 18



Ograniczenia górne

Σ0
1 Π0

1

Σ0
2 Π0

2

Σ0
3 Π0

3

Σ0
4 Π0

4

Σ0
5 Π0

5

Σ0
6 Π0

6

Σ0
7 Π0

7

Σ0
8 Π0

8

Σ0
9 Π0

9

Σ0
10 Π0

10

Σ0
11 Π0
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Σ0
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12

Σ0
13 Π0

13

Σ0
14 Π0

14

Σ0
ω Π0

ω

Σ0
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Σ0
ω`2 Π0
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Σ0
ω`3 Π0

ω`3

Σ0
ω`4 Π0
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Σ0
ω`5 Π0
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Σ0
ω`6 Π0
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Σ0
ω`7 Π0

ω`7

Σ0
ω`8 Π0

ω`8

Σ0
ω`9 Π0

ω`9

Σ0
ω`10 Π0

ω`10

Σ0
ω`11 Π0

ω`11

Σ0
ω`12 Π0

ω`12

Σ1
1 Π1

1

∆1
2

Σ1
2 Π1

2

Σ1
3 Π1

3

∆1
3

Σ1
4 Π1

4

∆1
4

Σ0
1 Π0

1

Σ0
2 Π0

2

Σ0
3 Π0

3

Σ0
4 Π0

4

Σ0
5 Π0

5

Σ0
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Σ0
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Σ0
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Σ0
9 Π0

9

Σ0
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Σ0
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Σ0
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Σ0
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Σ0
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Σ0
ω Π0

ω

Σ0
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Σ0
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Σ0
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Σ0
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1 Π1

1

∆1
2

Σ1
2 Π1

2

Σ1
3 Π1

3

∆1
3

Σ1
4 Π1

4

∆1
4

WMSO

L P WMSO ùñ L P Σ0
n (dla pewnego n)

Σ0
1 Π0

1

Σ0
2 Π0

2

Σ0
3 Π0

3

Σ0
4 Π0

4
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5 Π0

5
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Σ0
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Σ0
ω`8 Π0

ω`8
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∆1
2

Σ1
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2

Σ1
3 Π1

3

∆1
3

Σ1
4 Π1

4

∆1
4

WMSO
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Σ0
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Σ0
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3

Σ0
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4

Σ0
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Σ0
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Σ0
9 Π0

9

Σ0
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Σ0
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Σ0
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Σ0
13 Π0
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Σ0
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14

Σ0
ω Π0
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Σ0
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ω`1
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ω`2

Σ0
ω`3 Π0

ω`3

Σ0
ω`4 Π0
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Σ0
ω`5 Π0
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Σ0
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Σ0
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ω`7

Σ0
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Σ0
ω`9 Π0

ω`9

Σ0
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Σ0
ω`11 Π0

ω`11

Σ0
ω`12 Π0

ω`12

Σ1
1 Π1

1

∆1
2

Σ1
2 Π1

2

Σ1
3 Π1

3

∆1
3

Σ1
4 Π1

4

∆1
4

WMSO

DMSO

L P DDDMSO ùñ L P Σ1
1

Σ0
1 Π0

1

Σ0
2 Π0

2

Σ0
3 Π0

3

Σ0
4 Π0

4

Σ0
5 Π0

5

Σ0
6 Π0

6

Σ0
7 Π0

7

Σ0
8 Π0

8

Σ0
9 Π0

9

Σ0
10 Π0

10

Σ0
11 Π0

11

Σ0
12 Π0

12

Σ0
13 Π0

13

Σ0
14 Π0

14

Σ0
ω Π0

ω

Σ0
ω`1 Π0

ω`1

Σ0
ω`2 Π0

ω`2

Σ0
ω`3 Π0

ω`3

Σ0
ω`4 Π0

ω`4

Σ0
ω`5 Π0

ω`5

Σ0
ω`6 Π0

ω`6

Σ0
ω`7 Π0

ω`7

Σ0
ω`8 Π0

ω`8

Σ0
ω`9 Π0

ω`9

Σ0
ω`10 Π0

ω`10

Σ0
ω`11 Π0

ω`11

Σ0
ω`12 Π0

ω`12

Σ1
1 Π1

1

∆1
2

Σ1
2 Π1

2

Σ1
3 Π1

3

∆1
3

Σ1
4 Π1

4

∆1
4

WMSO

DMSO

Σ0
1 Π0

1

Σ0
2 Π0

2

Σ0
3 Π0

3

Σ0
4 Π0

4

Σ0
5 Π0

5

Σ0
6 Π0

6

Σ0
7 Π0

7

Σ0
8 Π0

8

Σ0
9 Π0

9

Σ0
10 Π0

10

Σ0
11 Π0

11

Σ0
12 Π0

12

Σ0
13 Π0

13

Σ0
14 Π0

14

Σ0
ω Π0

ω

Σ0
ω`1 Π0

ω`1

Σ0
ω`2 Π0

ω`2

Σ0
ω`3 Π0

ω`3

Σ0
ω`4 Π0

ω`4

Σ0
ω`5 Π0

ω`5

Σ0
ω`6 Π0

ω`6

Σ0
ω`7 Π0

ω`7

Σ0
ω`8 Π0

ω`8

Σ0
ω`9 Π0

ω`9

Σ0
ω`10 Π0

ω`10

Σ0
ω`11 Π0

ω`11

Σ0
ω`12 Π0

ω`12

Σ1
1 Π1

1

∆1
2

Σ1
2 Π1

2

Σ1
3 Π1

3

∆1
3

Σ1
4 Π1

4

∆1
4

WMSO

DMSO

MSO

L P MSO ùñ L P ∆1
2

Σ0
1 Π0

1

Σ0
2 Π0

2

Σ0
3 Π0

3

Σ0
4 Π0

4

Σ0
5 Π0

5

Σ0
6 Π0

6

Σ0
7 Π0

7

Σ0
8 Π0

8

Σ0
9 Π0

9

Σ0
10 Π0

10

Σ0
11 Π0

11

Σ0
12 Π0

12

Σ0
13 Π0

13

Σ0
14 Π0

14

Σ0
ω Π0

ω

Σ0
ω`1 Π0

ω`1

Σ0
ω`2 Π0

ω`2

Σ0
ω`3 Π0

ω`3

Σ0
ω`4 Π0

ω`4

Σ0
ω`5 Π0

ω`5

Σ0
ω`6 Π0

ω`6

Σ0
ω`7 Π0

ω`7

Σ0
ω`8 Π0

ω`8

Σ0
ω`9 Π0

ω`9

Σ0
ω`10 Π0

ω`10

Σ0
ω`11 Π0

ω`11

Σ0
ω`12 Π0

ω`12

Σ1
1 Π1

1

∆1
2

Σ1
2 Π1

2

Σ1
3 Π1

3

∆1
3

Σ1
4 Π1

4

∆1
4

WMSO

DMSO

MSO

WMSO Ĺ DDDMSO Ĺ MSO
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Ograniczenia górne
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Hipoteza (Skurczyński [1993])

MSO-definiowalny zbiór,
jeśli jest borelowski,
to jest WMSO-definiowalny.
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Twierdzenie (Walukiewicz, S. [2016])
L P DDDMSO jest efektywnie albo:

— WMSO-definiowalny,
— Σ1

1-zupełny.

Dowód
Weź ϕ P DDDMSO dla L (czyli L “ Lpϕq)
Stwórz grę F o skończonej arenie i nieskończonych rozgrywkach.

ù Jeśli @@@ wygrywa F :
σ@@@ — skończenie pamięciowa strategia wygrywająca dla @@@
σ@@@ pozwala napisać formułę WMSO dla L

ù L P WMSO

ù Jeśli DDD wygrywa F :
σDDD — strategia wygrywająca dla DDD
σDDD pozwala stworzyć ciągłą redukcję zbioru IF do L

ù L jest Σ1
1-zupełny
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Dychotomie

Twierdzenie (Niwiński, Walukiewicz [2003])
L rozpoznawany automatem deterministycznym jest:

WMSO-definiowalny albo Π1
1-zupełny.

Twierdzenie (Bojańczyk, Idziaszek, S. [2013])
L — język drzew cienkich jest:

WMSO-definiowalny albo Π1
1-zupełny.

Twierdzenie (Facchini, Murlak, S. [2013])
L rozpoznawany automatem growym jest:

WMSO-definiowalny albo Σ1
1- lub Π1

1-trudny.

Twierdzenie (Walukiewicz, S. [2016])
L P DDDMSO jest:

WMSO-definiowalny albo Σ1
1-zupełny.
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?
Twierdzenie (Mio [2012])

Wszystkie języki MSO-definiowalne są uniwersalnie mierzalne.

`

MAℵ1

˘

Twierdzenie (Gogacz, Michalewski, Mio, S. [2014])
Wszystkie języki MSO-definiowalne są uniwersalnie mierzalne.

ù związki z teorią R-zbiorów Kołmogorowa [1928]
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Automaty history-deterministic

determinizm ú sekwencyjna konstrukcja obliczenia
niedeterminizm ú zgadywanie (z uwzględnieniem całego wejścia)

hist.-det. ú zgadywanie oparte wyłącznie o
już wczytaną część wejścia

Twierdzenie (Henzinger, Piterman [2006])
History-determinizm może zastępować determinizm

przy rozwiązywaniu problemu syntezy.

A jest history-deterministic jeśli

Dσ : Σ˚ÑQ @wPLpAq bieg σpwq jest akceptujący

´

σpq, σpw0q, σpw0w1q, . . .
¯

sugestia/porada σ akceptuje kiedy tylko to jest możliwe
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Zwięzłość automatów history-deterministic?

Twierdzenie (Löding [2011])
Każdy automat history-deterministic nad słowami skończonymi

zawiera równoważny podautomat deterministyczny.

Hipoteza (Colcombet [2012])
To samo zachodzi dla słów nieskończonych.

Przykład (Boker [2013])
Hipoteza Colcombeta jest fałszywa.
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Twierdzenie (Kuperberg, S. [2014])
Dla automatów co-Büchiego |Adet| „ 2|A|

„Warkocze”:

n

π 7 π 7 σ ι 7 σ 7 π σ σ 7 ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

LpAq ““istnieje nieskończona ścieżka”
A: zgadnij ścieżkę i śledź

gdy się zablokujesz, zgadnij nową ścieżkę (odrzucające przejście)
|A| „ n

σ: spróbuj najstarszą ścieżkę z dostępnych
Lemat |Adet| ľ 2n

Dowód Aproksymacje biegów + argument zwartościowy
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