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Z AINTERESOWANIA NAUKOWE

Zlozonosci parametryzowana. Mysla przewodnia ztozonosci parametryzowanej jest obserwacja, ze skompliko-
wane problemy obliczeniowe czesto nie maja struktury ,jednowymiarowej”, lecz trudnos¢ danej instancji jest
wynikowa wielu parametréw opisujacych jej trudnosé. Cho¢ interesujacy nas problem moze by¢ trudny z punktu
widzenia klasycznej teorii ztozonosci, instancje pojawiajace si¢ w zastosowaniach moga mie¢ mate wartosci stosow-
nego parametru, co mozna wykorzysta¢ do opracowania szybkiego algorytmu. Przykladowo, problemy budowy
sieci komunikacyjnych (network design) sa prostsze gdy liczba klientéw, ktdrych nalezy potaczy¢, jest mata. W
problemach wyszukiwania wzorca (pattern matching) naturalnym jest rozpatrywanie wielkosci wzorca jako para-
metru, gdyz zazwyczaj jest on maty. Ewaluacja zapytan w bazach danych ma réwniez naturalny parametr w postaci
wielkosci zapytania: w zastosowaniach, ewaluujemy kilkulinijkowe zapytania na gigantycznych bazach danych.



Formalnie, w zlozonosci parametryzowanej kazda instancja x jest rozwazana wraz z parametrem — liczba na-
turalng k majaca odzwierciedla¢ jej trudnosé. Taki parametr moze opisywac rézne wlasnosci instancji: np. doce-
lowa wielkos¢ rozwiazania, dtugos¢ zapytania, miare skomplikowania wejSciowego grafu. W szczegolnosci, jeden
problem obliczeniowy moze mie¢ duzo naturalnych parametryzacji oraz mozemy opracowywacé algorytmy dzia-
fajace efektywnie dla réznych kombinacji parametréw. Tradycyjnie parametryzacje stosuje si¢ przede wszystkim
do atakowania probleméw NP-trudnych, gdzie chcieliby$my ,zawrze¢” caty wykladniczy wybuch zlozonosci w
okre$lonym parametrze wejscia.

Moze sie zdarzy¢, ze problem parametryzowany jest NP-trudny juz dla statej wielkosci parametru; przykta-
dowo, problem kolorowania grafu parametryzowany liczba koloréw. Jesli problem da si¢ rozwiaza¢ w czasie
wielomianowym dla kazdej ustalonej wartoéci parametru k (formalnie, da si¢ go rozwiazaé w czasie f(k) - nf(*)
dla obliczalnej funkcji f, gdzie n to wielko$¢ wejscia), to taki problem zakwalifikujemy do klasy XP (slice-wise
polynomial). Jesli uda sie opracowad algorytm dziatajacy w czasie f(k)- n® dla jakiej$ statej ¢, to taki problem
oraz algorytm nazwiemy FPT (fixed-parameter tractable); w ztozonosci parametryzowanej to wtasnie algorytmy FPT
sa uwazane za kluczowe pojecie wydajnoéci. Wreszcie, mozna poszukiwa¢ wielomianowego jadra dla problemu:
algorytmu, ktéry w wielomianowym czasie zmniejszy instancje do wielkosci ograniczonej przez wielomianowa
funkcje parametru. Wowczas, dowolny algorytm brutalny na takim jadrze daje szybki algorytm FPT.

Teoria zlozono$ci parametryzowanej zostata wprowadzona w latach 90. przez Downey’a i Fellowsa oraz bujnie
rozwijala si¢ przez ostatnie 20 lat. W tym czasie, dostarczyta wielu technik do opracowywania szybkich algo-
rytméw FPT i wielomianowych jader, jak rowniez metodologii do pokazywania trudnosci: wykluczania istnienia
algorytméw FPT albo wielomianowych jader, oraz ograniczania od dotu zlozonosci czasowych algorytmoéw para-
metryzowanych rozwiazujacych dany problem. W ten sposéb, poprzez rozpatrywanie problemu obliczeniowego
w paradygmacie zlozonoSci parametryzowanej mozemy lepiej zrozumie¢ Zrdédlo jego trudnosci, oraz w jakich
przypadkach i jakimi technikami mozemy te trudno$¢ przezwyciezy¢.

Zlozonodcia parametryzowana zaczatem sie zajmowac jesienia 2009 roku jeszcze w czasie studidw magister-
skich, kiedy to dolaczytem do grupy badawczej ztozonej z Marka Cygana, Marcina Pilipczuka i Jakuba Wojtasz-
czyka. W latach 2011—2014 pracowatem nad ta tematyka na Uniwersytecie w Bergen w ramach studiéw dokto-
ranckich. Wspoétpracowatem tam przede wszystkich z Fiodorem V. Fominem (promotor), Danielem Lokshtanovem
i Saketem Saurabhem. Obecnie kontynuuje prace nad zlozono$cia parametryzowana w Warszawie. Ponizej opisze
kilka wybranych kierunkéw badan, ktérymi sie zajmowatem w ostatnich latach.

Miary strukturalne graféow. Jednymi z wazniejszych parametryzacji dla probleméw grafowych sa tzw. parametry-
zacje strukturalne, w ktérych miara trudnosci instancji jest stopient skomplikowania struktury wejsciowego grafu.
Najistotniejszym tego typu parametrem jest szeroko$é¢ drzewiasta (treewidth), mierzaca jak dobrze struktura grafu
moze by¢ przyblizona przez drzewo w formie tzw. dekompozycji drzewiastej. Okazuje sie, ze wiele problemodw,
ktére w ogdlnych grafach sa trudne, da sie rozwiazywa¢ bardzo szybko na grafach o niskiej szerokos$ci drzewiastej
poprzez programowanie dynamiczne. Podstawowymi dwoma zagadnieniami rozwazanymi w tym kontekscie sa
(a) opracowywanie szybkich algorytméw znajdowania (prawie) optymalnych dekompozycji drzewiastych grafu,
oraz (b) badanie ztozonosci programowania dynamicznego na dekompozycjach drzewiastych.

Jesli chodzi moj wktad w zagadnienia (a), to nalezy tu wspomnie¢ prace gdzie opracowaliémy pierwszy
algorytm aproksymacyjny dla treewidthu o stalym wspoélczynniku aproksymacji oraz czasie dzialania zalezacym
pojedynczo-wyktadniczo od docelowej szerokosci i liniowo od wielkosci grafu; prace [2], gdzie opracowalismy
pierwszy algorytm FPT dla problemu izomorfizmu graféw parametryzowanego treewidthem; oraz prace [39], gdzie
wykorzystaliSmy do$wiadczenie z pracy z treewidthem do pokazania nowego twierdzenia dekompozycyjnego dla
graféw i, w konsekwencji, opracowania pierwszego algorytmu FPT dla problemu minimalnej bisekgji. Jesli chodzi
o (b), to najistotniejsza jest praca wprowadzajaca technike Cut&Count, stuzaca do znajdowania szybkich
algorytmoéw dynamicznych dla probleméw spojnosciowych parametryzowanych treewidthem. Obecnie pracujemy
nad badaniem zlozonosci pamieciowej programowania dynamicznego na réznych dekompozycjach grafow [53].

Nad miarami strukturalnymi graféw pracowatem réwniez w kontekscie graféw skierowanych, a konkretniej tur-
niejow, gdzie wymagamy by pomiedzy kazdymi dwoma wierzchotkami istniala dokladnie jedna krawedz. Okazuje
sig, ze dla turniejéw da sie opracowac strukturalng teoria przypominajaca stynna teorie minoréw dla graféw nie-
skierowanych. Ta teoria zostata skonstruowana niedawno przez Chudnovsky, Fradkin, Kima, Seymoura, i Scotta.

INumery prac odnosza sie do listy wszystkich publikacji.



W artykutach [44]46][48]] opracowalismy szereg wynikéw algorytmicznych dla tej teorii, przy okazji upraszczajac
wiele wszes$niejszych wynikéw teoriografowych. Ta seria prac byta podstawa potowy mojego doktoratu.

Grafy planarne. Okazuje sie, ze wiele probleméw parametryzowanych mozna rozwiazywaé bardzo szybko jesli
natozy sie dodatkowe wiezy topologiczne na rozwiazywane instancje, przyktadowo zawezi sie uwage do graféw
planarnych. Juz w latach 80-tych Lipton i Tarjan zaobserwowali, ze grafy planarne posiadaja zbalansowane se-
paratory o pierwiastkowej dtugosci, co ma bezposrednie przetozenie na efektywnos¢ techniki dziel-i-zwyciezaj w
tym konteksécie. W zlozonosci parametryzowanej wiele problemodw, ktére na ogdlnych grafach nie s3 nawet FPT, w

grafach planarnych posiada podwyktadnicze algorytmy FPT o zlozonosci postaci 2000 . ¢ oraz liniowe jadra. Dla
\f

innych probleméw da sie opracowywac¢ algorytmy XP o ztozonosci n®V¥), podczas gdy podejscie brutalne dawatoby
tylko ztozonos¢ n®%). Pojawianie sie pierwiastka kwadratowego w konteksécie probleméw na grafach planarnych
jest tradycyjnie okre$lane mianem square-root phenomenon.

W tej tematyce najwazniejszymi moimi wynikami sa: opracowanie pierwszego wielomianowego jadra dla pro-
blemu drzewa Steinera parametryzowanego docelowa wielkodcia drzewa , co przeklada sie natychmiast na
algorytm FPT o zlozonosci 20(VKlogk) . jy¢; oraz podanie pierwszego algorytmu FPT dla problemu roztacznych
$ciezek w skierowanych grafach planarnych [42]. Praca wprowadza nowe techniki do kernelizacji w grafach
planarnych i ma glebokie zwiazki z algorytmami aproksymacyjnymi dla problemu drzewa Steinera. W pracy
musieli$my de facto stworzy¢ duza teorie strukturalng oparta na pojeciu krzywych o matej alternacji, dzieki ktorej
moglismy wykona¢ bardzo skomplikowang analize instancji problemu. Niedawno, wraz z Marxem opracowalismy

og6lna metodologie do otrzymywania algorytmoéw o ztozonosci nOWk oparta na diagramach Voronoi .

Problemy cieciowe. W tej klasie probleméw celem jest usuniecie jak najmniejszej liczby wierzchotkow lub krawe-
dzi z grafu (zaleznie od wariantu) w celu osiagniecia globalnej wlasnosci separacyjnej, np. odseparowania od siebie
zadanych par wierzchotkéw. Liczba dostepnych usunied jest zazwyczaj naturalnym parametrem. Badania nad pro-
blemami cigciowymi naleza do najbardziej zaawansowanych w zltozonosci parametryzowanej, przede wszystkim
ze wzgledu na dostepnosc¢ glebokich technik zwigzanych z cieciami w grafach, takich jak submodularnos$¢, liniowe
relaksacje, czy kodowanie probleméw cieciowych w matroidach. Jesli chodzi o moja prace w tej tematyce, przede
wszystkim nalezy przytoczy¢ prace [49], gdzie wprowadziliémy nowa technike losowych $ciggnigc i przy jej pomocy
opracowali$my m.in. pierwszy algorytm FPT dla problemu UniQue LaBerL Cover, jak i prace [|8] gdzie pokazalidmy,
ze problem Mutricur jest FPT w acyklicznych grafach skierowanych. W pracach [[2256] zajmowatem sie réwniez
technika sterowania algorytmem rozgateziajacym sie przy pomocy liniowej relaksacji problemu, co jest podejsciem
szczegoblnie przydatnym przy problemach cieciowych.

Problemy modyfikacji grafu. Ta rodzina zagadnieri obejmuje problemy, w ktérych przy pomocy mozliwie matej
liczby modyfikacji (np. usuwanie wierzchotkéw, dodawanie/usuwanie krawedzi) nalezy przeksztatci¢ zadany graf
tak, by spetniat zadany warunek strukturalny, np. nalezal do jakiej$ klasy graféw. Dostepna liczba modyfikacji
jest naturalnym parametrem. W tym kontekscie, pracowalem przede wszystkim nad zagadnieniami dopetniania
do podklas klasy graféow cieciwowych (chordal graphs). W 2011 roku Fomin i Villanger pokazali, ze problem
dodawania krawedzi w celu uzyskania grafu cieciwowego posiada zaskakujaco szybki, podwyktadniczy algorytm

parametryzowany, o ztozonosci 20(Vklogk) . yye dalszych pracach udato nam si¢ wskaza¢ podobne, podwyktad-
nicze algorytmy parametryzowane dla dodawania krawedzi do graféw trywialnie doskonatych [[], progowych 6],
wlaéciwie przedziatowych [4], oraz przedzialowych [31]. Ponadto, przy dowolnym odejéciu od szablonu proble-
moéw postaci ,,dodawanie krawedzi do podklasy graféow cieciwowych” mozna wykluczy¢ istnienie takich algoryt-
moéw przy zatozeniu Hipotezy Czasu Wyktadniczego (ETH). Ostatnio pokazaliSmy tez, ze otrzymane algorytmy sa
prawdopodobnie bliskie optymalnym pod wzgledem ztozonosci czasowej ; to dopetlnia opis interesujacej klasy
probleméw modyfikacji grafu, ktora jest w pewnym sensie anomalia na tle podobnych zagadnien.
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