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Kontekst. W moich badaniach pytam, jakie wtasnosci probleméw obliczeniowych odrédzniaja te
z nich, ktére umiemy efektywnie rozwiazywac, od tych, ktore wcigz sg dla nas trudne. Klasyczna
teoria NP-zupetnosci odpowiada na to pytanie pod warunkiem, ze efektywnie znaczy dla nas w
czasie wielomianowym, ale nie pozwala wyttumaczy¢ réznicy pomiedzy np. czasem liniowym a
kwadratowym. Moje badania wpisuja sie w problematyke fine-grained complexity, dynamicznie
rozwijajaca sie w ostatnich latach.

Na kompleksowsg klasyfikacje wtasnosci, sprawiajacych ze dane problemy wymagaja np. czasu
kwadratowego, nie mamy na razie co liczy¢. W moich badaniach skupiam si¢ wigc na posrednich
celach. Z jednej strony, badam dolne i gérne ograniczenia ztozonosci czasowej konkretnych
probleméw obliczeniowych — w celu powigkszenia zbioru przyktadéw, z ktorych bedzie mozna
wyciggaé bardziej ogdlne wnioski. Z drugiej strony, staram sie szuka¢ wyczerpujacych klasyfikacji
chociaz dla ograniczonych klas problemow.

Jak dotad wciaz nie mamy narzedzi pozwalajacych dowodzié¢ nietrywialne bezwarunkowe
ograniczenia dolne ztozonoéci czasowej. Z tego powodu w dziedzinie fine-grained complexity
uciekamy sie do ograniczen warunkowych, dowodzonych poprzez redukcje — najczesciej z dobrze
zbadanych probleméw, powszechnie uwazanych za trudne.

W zaleznosci od wyboru problemu, z ktérego redukujemy, ograniczen dolnych tego typu
nie nalezy traktowac¢ jako ostatecznych dowodéw na nieistnienie szybkich algorytmoéow — wszak
zaktadane hipotezy moga okazac¢ si¢ nieprawdziwe. Ograniczenia te wskazuja natomiast na
konkretne zrodta trudnosci rozwazanych problemoéw i dowodza, ze postep w tych problemach
jest niemozliwy bez postepu w innych, czesto bardzo odlegtych. Ponadto, badanie redukcji
czesto prowadzi do lepszego zrozumienia struktury kombinatorycznej obecnej w problemach
obliczeniowych.

Klasa rownowaznosci. We wspoétpracy z Lechem Durajem, Krzysztofem Kleinerem oraz Virgi-
nia Vassilevska Williams [9] zdefiniowaliSmy naturalna klase probleméw zapytan na przedzialach
(zawierajaca m.in. problem zapytan o liczbe inwersji) i wykazaliSmy, poprzez cykle reduke;ji,
ze wszystkie problemy w tej klasie maja taka samg zlozonos¢, z doktadnoscia do czynnikéw
polilogarytmicznych.

Udowodnilismy réwniez, ze problemy te — w wariancie offline i przy liniowej liczbie zapytan —
sg czasowo réwnowazne problemowi wyznaczania dla kazdej krawedzi liczby trojkatéw w grafach
rzadkich. Problem ten da si¢ rozwiazywaé w czasie O(m?/(“+0) < O(m'4) [1], gdzie w < 2.373
to wykladnik zlozonoéci mnozenia macierzy [3]. W efekcie pozwolito nam to uzyskaé¢ poprawe w
stosunku do poprzednich algorytméw, dziatajacych w czasie O(n'9), dla wszystkich probleméw
w naszej klasie.

Badane problemy stanowig pierwsza klase réwnowaznosci z tym osobliwym ograniczeniem
ztozonodci czasowej. Nasz wynik jest rowniez pierwsza rownowaznoscia dla problemu dotyczacego
tréjkatow w grafach rzadkich i jedna z pierwszych dla graféw rzadkich w ogélnosei [2, 8.

Klasyfikacja. Mnozenie macierzy mozna uznaé¢ za problem latwy — potrafimy go rozwiazac
w czasie O(n¥) < O(n*3), czyli znacznie szybciej niz naiwnym algorytmem szeciennym.
Z drugiej strony, obliczanie iloczynu macierzy nad péipierscieniem tropikalnym (min, +) jest
trudne — popularna Hipoteza APSP glosi, ze wymaga to czasu n®~°(0),

Istnieje wiele przyktadéw posrednich produktow macierzy nad réoznymi strukturami algebra-
icznymi, np. (min, max) czy (+,=), oraz zwiazanych z nimi probleméw grafowych. Wszystkie te
problemy posrednie potrafimy rozwiazaé¢ w czasie @(n“’), jesli w = 2. Mimo ze algorytmy dla
tych problemoéw sg bardzo do siebie podobne, znamy niewiele formalnych zwiazkéw pomiedzy
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nimi. Czy te identyczne ztozonosci czasowe sg przypadkiem, czy tez da sie je wyjasni¢ redukujgc
jedne problemy posrednie do innych?

Analogiczna sytuacja ma miejsce w przypadku konwolucji. Dzigki szybkiej transformacie
Fouriera, (4, -)-konwolucje potrafimy wyznaczyé¢ w czasie O(nlogn). Z drugiej strony, (min, +)-
konwolucja wydaje sie wymagaé czasu kwadratowego [7]. Znane sa tez analogiczne problemy
posrednie — wszystkie je potrafimy rozwigzaé¢ w czasie @(n1'5), ale nie potrafimy formalnie
wyjasni¢ tego zbiegu okolicznodci.

We wspolpracy z Andrea Lincoln i Virginia Vassilevska Williams [13] przedstawiliSmy kilka
redukcji pomiedzy problemami posrednimi oraz innymi popularnymi problemami z dziedziny
fine-grained complexity. Na przyktad, wykazaliSmy, ze najkrotsze sciezki pomiedzy wszystkimi
parami wierzchotkow w grafie skierowanym bez wag da sie wyznaczy¢ co najmniej tak szybko,
jak szybko mozna znalez¢ monochromatyczne trojkaty w grafie pokolorowanym krawedziowo.

Zdefiniowalidmy rowniez naturalny konwolucyjny wariant wyzej wspomnianego problemu
tréjkatow monochromatycznych, konwolucje monochromatyczng. Udowodnilismy, ze da sie ja
wyznaczy¢ w czasie O(n'?) (czyli jest posrednim problemem konwolucyjnym), oraz ze jakakolwiek
wielomianowa poprawa tego czasu dziatania automatycznie pocigga za soba poprawe kwadratowe;
ztozonosci znanego problemu 3SUM i wice versa. Jest to przyklad réwnowaznosci (w sensie
fine-grained) pomiedzy problemami o réznych zlozonosciach czasowych. Co wiecej, wynik ten
mozna interpretowaé jako wskazowke, ze trudnos¢ problemu 3SUM nie wynika ze struktury
addytywnej, ktérej bezposrednio dotyczy.

Z kolei we wspélpracy z Yuzhou Gu, Virginia Vassilevska Williams i Yinzhanem Xu [12]
opracowalismy algorytm dla problemu $ciezek zamiennych z jednego zrédta w grafach z ujemnymi

wagami dziatajacy w czasie O(n?197), wykazujac tym samym, ze problem, ktéry uwazany byt
za problem posredni [I 1], jednak nim nie jest.
Konkretny przyktad. Razem z Lechem Durajem i Marvinem Kiinnemannem [10] udowodnili-

$my, ze problemu Najdtuzszego Wspdlnego Podciagu Rosnacego (LCIS) nie da sie rozwiazaé
w czasie silnie podkwadratowym, czyli O(n*~¢), o ile prawdziwa jest Silna Hipoteza Czasu
Wyktadniczego (SETH).

LCIS jest jednym z wariantéw klasycznego problemu Najdtuzszego Wspdlnego Podciggu
(LCS). Oba te problemy da sie rozwiaza¢ w czasie kwadratowym prostym programowaniem
dynamicznym. Kwadratowe ograniczenia dolne dla LCS [I, (], oparte o SETH, sa jednymi z
najbardziej znanych wynikow w dziedzinie fine-grained complexity. LCIS to intrygujacy problem,
poniewaz jest jedynym wariantem LCS, dla ktérego cho¢ nie znamy algorytmu podkwadratowego,
to jego trudno$¢ nie wynika z alignment gadget framework [0], czyli ogélnej techniki, ktéra
ujednolica wszystkie dotychczasowe wyniki tego typu.

Znamy coraz wiecej problemoéw, dla ktérych naturalne algorytmy oparte o programowanie
dynamiczne okazuja sie by¢ (warunkowo) optymalne. Jakie strukturalnych wtasnosci programéw
dynamicznych pozwalaja na takie $ciste ograniczenia dolne? LCIS byt jednym z przykladéw,
ktére musieliSmy zrozumieé¢, by méc mysle¢ o klasyfikacji takich wtasnosci.

Algorytmy online. Od czasu do czasu pracuje réwniez nad algorytmami online, czyli takimi,
ktore muszg podejmowaé czesciowe decyzje zanim dostepne beda wszystkie dane wejsciowe.
Powstata we wspélpracy z Antoniosem Antoniadisem, Christianem Coesterem, Markiem ElidSem
i Bertrandem Simonem praca [5] wpisuje sie w rozwijany od kilku lat paradygmat algorytméw
wspomaganych uczeniem maszynowym (learning-augmented algorithms).

W paradygmacie tym algorytm online ma dostep do potencjalnie omylnej wyroczni (np. modelu
uczenia maszynowego), ktéra stara sie przewidzieé¢ przyszte zapytania i udzieli¢ wskazéwek. Celem
jest rownoczesne zagwarantowanie zgodnosci — czyli statego wspdtezynnika kompetytywnodci,



gdy wyrocznia jest bezbtedna — oraz odpornosci — czyli co najwyzej statej straty w stosunku do
najlepszego klasycznego algorytmu online niezaleznie od bledéw wyroczni.

Jeden z artykuléw, ktore zapoczatkowaly ten nurt, dotyczy problemu stronnicowania [14].
Autorzy wykorzystuja przewidywania dotyczace czasu nastepnego pojawienia sie aktualnego
zapytania i osiggaja odpornos¢ i zgodno$é z zaledwie logarytmiczng zaleznoscia od bledu
przewidywan. Ich podejscie nie uogélnia si¢ jednak na inne problemy online. W szczegdlnosci,
wykazaliSmy, ze juz dla wazonego problemu stronnicowania nawet z nieomylng wyrocznia tego
typu nie da sie uzyska¢ lepszego wspotczynnika kompetytywnosci niz najlepszy znany klasyczny
algorytm online (bez wyroczni).

W [5] zaproponowaliémy rozwiazanie tego mankamentu. Najpierw zdefiniowaliSmy ogdlny
typ wyroczni dla metrycznych systemow zadan — szerokiej klasy probleméw online, zawieraja-
cej m.in. stronnicowanie, ale roéwniez problemy k-server czy convex body chasing. Nastepnie
zaproponowalismy ogélny algorytm, wykorzystujacy taka wyrocznie, ktéry osiaga odpornosé
i zgodno$¢, z liniowa zaleznoscia od btedu przewidywan. Ponadto, dla problemu stronnicowa-
nia opracowaliSmy wyspecjalizowany algorytm osiggajacy logarytmiczng zaleznos¢ od btedu
wyroczni naszego typu.
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